Методические указания по СРМП
	
	
	Количество акад. часов

	Первая неделя

	СРМП
	Задачи оптимального управления космическими аппаратами, ядерными и химическими реакторами, электроэнергетическими робототехническими системами. 
Пример 1. Ракета запускается из области S0 для поражения цели, находящейся в области S1. Уравнение движения ракеты в первом приближении имеет вид (2), где 
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– изменение тяговой силы реактивного двигателя ограниченной мощности. Разрешенный воздушный коридор для ракеты определяется множеством  G(t), 
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. Необходимо найти точку запуска ракеты 
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из множества S0 и закон изменения тяговой силы 
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 такие, чтобы ракета попала в точку 
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 и при этом траектория ракеты не покидала заданный воздушный коридор G(t), 
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, расход топлива был минимальным (значение функционала (1)).


Пример 2. Пусть экономика страны в момент времени t0 находится в состоянии 
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. Для того, чтобы создать рыночную экономику, необходимо перевести экономику в состояние 
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. В данном случае уравнение (2) описывает изменение валового выпуска продукции отраслей экономики, а компонентами вектора управления являются: инвестиции, основные фонды, трудовые ресурсы, потребление. Для того, чтобы не было нехватки продукции или перепроизводства, величина валового выпуска продукции должна находиться в заданной области G(t), 
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Необходимо найти закон изменения инвестиций, основных фондов, трудовых ресурсов и потребления, при котором экономика страны в момент времени t1 перешла бы в состояние 
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 и блага от потребления были максимальны (значение функционала).


Пример 3. Рассмотрим энергетическую систему, состоящую из сети и нескольких генераторов, работающих в синхронном режиме. Пусть в момент времени t0 из-за коротких замыканий либо перегрузки сети генераторы вышли из синхронного режима и их состояние определяется вектором 
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. В заданном случае уравнение (2) соответствует уравнению движения синхронных генераторов, управление 
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– давление и температура пара. Необходимо привести систему в состояние синхронного режима работы генераторов, определяемое вектором 
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При этом изменения напряжения и тока в сети должны находиться в заданных пределах G(t),
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. Необходимо найти закон изменения давления и температуры пара в управляемых генераторах, обеспечивающий состояние x1 в момент времени t1 с минимальной потерей электроэнергии в переходном режиме (значение функционала).


Заметим, что в прикладных задачах часто встречаются следующие множества:

1) вектор 
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– начальное состояние системы, 
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– состояние системы в момент времени t1, пара (
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, множество S определяется одним из следующих условий:
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где 
[image: image24.wmf]3

1

2

0

1

1

0

,

1

),

(

,

,

1

),

(

,

,

1

),

,

(

p

j

x

H

p

j

x

h

p

j

x

x

g

j

j

j

=

=

=

 – выпуклые           функции. 

2) множество G(t) определяется одним из следующих уравнений:



а) 
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– заданные s-мерные вектор функции, 
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– решение дифференциального уравнения (2);



б) 
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 где 
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– выпуклые функции, 
[image: image30.wmf]I

t

t

x

x

Î

=

),

(

.

3) Множество U определяется одним из следующих условий:

а) 
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– заданные m–мерные вектор функции; 

б) 
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, где R>0– заданное число.

Определение 1. Вектор управления 
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– называется допустимым управлением для задачи (1) – (8), если краевая задача (2) – (8) имеет решение. Множество всех допустимых управлений обозначим через W, где 
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. Элементы множества W обозначим через 
[image: image36.wmf])

,

,

,

,

(

,

1

0

1

0

t

t

x

x

u

w

w

=

.


Из данного определения следует, что для каждого элемента множества W выполняются: 1) решение 
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 дифференциального уравнения (2), исходящее из точки 
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; 2) выполнено включение 
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; 3) для каждого элемента множества W выполнены: 
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Задача 1. Найти  необходимые  и  достаточные  условия существования решения задачи оптимального управления (1) – (8).


Заметим, что задача оптимального управления (1) – (8) имеет решение тогда и только тогда, когда краевая задача (2) – (8) имеет решение.


Задача 2. Найти допустимое управление 
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Если задача 1 имеет решение, то существует допустимое управление.


Задачу 1 часто называют задачей управляемости, а задачу 2 – решением задачи управляемости. 

Пусть множество 
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– пустое множество. В этом случае задача оптимального управления (1) – (8) может быть представлена в виде
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Определение 2. Элемент 
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 называется оптимальным управлением для задачи (1) – (8), если выполняется неравенство 
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 содержит все оптимальные управления для задачи (1) – (8).


Определение 3. Говорят, что функционал 
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 не ограничен снизу на множестве W, если существует последовательность 
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Определение 4. Пусть функционал 
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Если множество 
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, т.е. нижняя грань функционала 
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Определение 5. Последовательность 
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Как следует из определения нижней грани, в случае 
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Определение 6. Говорят, что последовательность 
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Следует отметить, что если множество 
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, то всегда существует минимизирующая последовательность, которая сходится к множеству 
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Определение 7. Точки 
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 называют точками абсолютного или глобального минимума функционала 
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Если при некотором 
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 называется точкой строгого локального минимума.


Пусть имеются решения задач 1,2. Тогда задача оптимального управления имеет вид (9) и является корректным решением следующих задач.


Задача 3. Найти величину 
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. В этом случае, независимо от того, будет ли множество 
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 пусто или непусто, задача (9) имеет решение.


Задача 4. Найти величину  
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Задача 5. Найти минимизирующую последовательность 
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Задача 6. Найти минимизирующую последовательность 
[image: image111.wmf]{

}

W

w

k

Ì

, которая сходится к множеству 
[image: image112.wmf]*

W

. В данном случае необходимо, чтобы множество 
[image: image113.wmf]Æ

¹

*

W

.


Наиболее часто на практике требуется решение задач 4,6 (см. примеры 1–3). 
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	Вторая неделя

	СРМП
	Производные высших порядков для операторов и функционалов. Условие Липшица
Определение 1. Оператор F(x) дифференцируем по Фреше в точке 
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Определение 2. Если оператор F(x) дифференцируем по Фреше в точке 
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Иногда производную Фреше 
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Основные свойства. 1. Из дифференцируемости по Фреше оператора F(x) в точке 
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Аналогичным путем можно доказать, что 
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Дифференциал Гато. Пусть оператор 
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Пример 1. Пусть H – гильбертово пространство. Функционал 
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Рекомендуемая литература: Колмогоров А. Н., Фомин С. В. Элементы теории функций и функционального анализа. – М.: Наука, 1989.    
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	Третья неделя

	СРМП
	Степенные операторы. Единственность неподвижной точки.
Принцип сжимающих отображений. Пусть Ф(x)– нелинейный оператор с областью определения 
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Определение 1. Пусть оператор Ф(x)  определен на множестве 
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Теорема 1. Пусть оператор Ф(x) определен в замкнутом множестве Q банахова пространства X, отображает Q в себя и является на Q сжимающим оператором с коэффициентом сжатия 
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Доказательство. Так как оператор Ф(x) отображает Q в себя, то верно включение 
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а) покажем, что 
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как сумма убывающей геометрической прогрессии. Отсюда следует, что
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Следовательно, последовательность 
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Теорема доказана.


Отметим, что: 1. Если оператор Ф(x) непрерывно дифференцируем по Фреше на выпуклом замкнутом множестве Q, причем 
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Следовательно, выполнены все условия теоремы 1.


Пусть оператор Ф(x) отображает множество 
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	Четвертая неделя
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	Решение операторного уравнения методом Ньютона- Канторовича. Алгоритм. Построение последовательности. Сходимость.
Пример. Рассмотрим краевую задачу для обыкновенного дифференциального уравнения следующего вида
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а) приведение краевой задачи (13) к функциональному уравнению вида F(x)=0. Пусть банахово пространство 
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Теперь краевая задача (13) запишется в виде F(x)=0.


б) вычислим производную Фреше оператора F(x). Так как 
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то разность
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Поскольку функция f(t,x) непрерывно дифференцируема, то 
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Отсюда следует, что
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в) строим итерационный процесс Ньютона-Канторовича по формуле (1). Из (1) следует, что
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Как следует из формул (14), (15):
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Теперь итерационный процесс Ньютона-Канторовича (16) запишется так:
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Отсюда имеем
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. Таким образом, исходная нелинейная краевая задача (13) сведена к решению последовательности линейных краевых задач.
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Элементы открытого шара 
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Если функция 
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Рекомендуемая литература: Канторович Л. В., Акилов Г. П. Функцио-нальный анализ. –М.: Наука, 1984; 
Треногин В. А. Функциональный анализ. –М.: Наука, 1986.
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Определение 3. Множество W банахова пространства X называется слабо бикомпактным, если из любой последовательности 
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Определение 4. Функционал 
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Функционал 
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 называется слабо полунепрерывным снизу (сверху) на множестве W, если он слабо полунепрерывен снизу (сверху) в каждой точке 
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Теорема 4. Пусть W – слабо бикомпактное множество банахова пространства X, функционал 
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3) любая минимизирующая последовательность 
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Покажем, что множество 
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Пример 2. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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а) множество W не является бикомпактным множеством. В самом деле, последовательность 
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Отсюда следует, что последовательность 
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Для применения теоремы 2 необходимы легко проверяемые достаточные условия слабой бикомпактности множества W и слабой полунепрерывности снизу функционала 
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 на множестве W банахова пространства X. Эти условия приведены в следующей главе.
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	Шестая неделя

	СРМП
	Доказательства теорем о выпуклости гладких функционалов.  
Определение 1. Множество U называется выпуклым, если оно содержит вместе с любыми двумя своими точками u, v и отрезок 
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Определение 2. Множество 
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 называется аффинным многообразием, если оно содержит вместе с любыми двумя своими точками u и v и прямую 
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Определение 3. Множество 
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 называется конусом (с вершиной в нуле), если оно содержит вместе с любой своей точкой v и весь луч 
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Пересечение любого числа выпуклых множеств является выпуклым. Конус K является выпуклым множеством тогда и только тогда, когда 
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Аффинное множество A является линейным подпространством в X тогда и только тогда, когда оно содержит начало координат, т.е. 
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Определение 4. Пересечение всех выпуклых множеств, содержащих множество U, называется выпуклой оболочкой множества U и обозначается 
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Аналогично вводятся понятия конической оболочки множества U, обозначается 
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, аффинной оболочки множества U, обозначается 
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Аналогично: а) элемент 
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Определение 6. Выпуклым многогранником называется выпуклая оболочка конечного множества точек.


Выпуклые функционалы. Пусть функционал 
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Определение 7. Функционал 
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Определение 8. Функционал 
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Величина 
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Определение 9. Пусть функционал 
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Множество всех функционалов, дважды непрерывно дифференцируемых на U, обозначим через 
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	Седьмая неделя
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	Доказательства теорем о сильной выпуклости гладких функционалов. 
 Теорема 4. Пусть U – выпуклое замкнутое множество из гильбертова пространства H, функционал 
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Доказательство. Покажем, что множество 
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Проекция точки на множество. В качестве приложения к теоремам 1,3 рассмотрим проекцию точки на выпуклом замкнутом множестве W банахова пространства X. 
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3) справедливо неравенство
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Доказательство. Квадрат расстояния от точки 
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Суммируя данные неравенства, получим
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Отсюда следует


[image: image568.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

H

z

v

v

z

v

P

z

P

v

z

v

P

z

P

z

P

v

P

W

W

W

W

W

W

Î

"

-

-

£

-

-

£

-

,

,

,

2

.

После деления на 
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Пример 1. Пусть множество 
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Пример 4. Пусть множество 
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	СРМП
	Алгоритм решения задач методом множителей Лагранжа.
Существование седловой точки. Рассмотрим следующую задачу выпуклого программирования
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Следующая теорема дает достаточное условие существования седловой точки функционала Лагранжа
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Доказательство. Рассмотрим множества
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Легко убедиться в том, что: 1) 
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Заметим, что если точка 
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Тогда, если:
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Из (20) и 
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Необходимые условия оптимальности. Пусть X, Y – банаховы пространства, 
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Для задачи (21), (22) функционал Лагранжа имеет вид
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Рекомендуемая литература: Алексеев В. М., Тихомиров В. М., Фомин С. В. Оптимальное управление. – М.: Наука, 1979.
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	Достижение нижней грани функционалов в рефлексивном банаховом  пространстве.
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Слабая полунепрерывность снизу функционала. Рассмотрим задачу оптимального управления


                                      
[image: image672.wmf]U

u

u

J

Î

®

inf,

)

(

,                                             (1) где U – слабо бикомпактное множество. Возникает вопрос: при выполнении каких условий функционал 
[image: image673.wmf])

(

u

J

 будет слабо полунепрерывен снизу на множестве U? Положительный ответ на данный вопрос дает следующая теорема.


Теорема 7. Пусть 
[image: image674.wmf])

(

u

J

– выпуклый функционал, определенный на выпуклом множестве U банахова пространства X. Тогда функционал 
[image: image675.wmf])

(

u

J

 слабо полунепрерывен снизу на множестве U тогда и только тогда, когда 
[image: image676.wmf])

(

u

J

 полунепрерывен снизу на множестве U. 

Доказательство. Необходимость. Пусть функционал 
[image: image677.wmf])

(

u

J

 слабо полунепрерывен снизу на U. Покажем, что 
[image: image678.wmf])

(

u

J

 полунепрерывен снизу на U. Поскольку U выпуклое множество, то оно не имеет изолированных точек. Следовательно, если точка 
[image: image679.wmf]U

u

Î

, то существует последовательность 
[image: image680.wmf]{

}

U

u

k

Ì

, которая сильно сходится к точке u, т.е. 
[image: image681.wmf]u

u

k

®

 при 
[image: image682.wmf]¥

®

k

. Тогда последовательность 
[image: image683.wmf]{

}

k

u

 слабо сходится к точке u, т.е. 
[image: image684.wmf]u

u

k

®

 при 
[image: image685.wmf]¥

®

k

 слабо. Так как функционал 
[image: image686.wmf])

(

u

J

 слабо полунепрерывен снизу на множестве U, то 


[image: image687.wmf]u

u

u

J

u

J

k

k

k

®

³

¥

®

),

(

)

(

lim

 при 
[image: image688.wmf]¥

®

k

 слабо.

Отсюда и из сильной сходимости последовательности 
[image: image689.wmf]{

}

U

u

k

Ì

 к точке u, имеем


[image: image690.wmf]u

u

u

J

u

J

k

k

k

®

³

¥

®

),

(

)

(

lim

 при 
[image: image691.wmf]¥

®

k

 сильно.

Это означает, что функционал 
[image: image692.wmf])

(

u

J

 полунепрерывен снизу на множестве U. Необходимость доказана.


Достаточность. Пусть выпуклый функционал 
[image: image693.wmf])

(

u

J

 полунепрерывен снизу на выпуклом множестве U. Покажем, что 
[image: image694.wmf])

(

u

J

 слабо полунепрерывен снизу на U.


Пусть последовательность 
[image: image695.wmf]{

}

U

u

k

Ì

 слабо сходится к точке 
[image: image696.wmf]U

u

Î

. Рассмотрим числовую последовательность 
[image: image697.wmf]{

}

)

(

k

u

J

. Обозначим нижний предел числовой последовательности 
[image: image698.wmf]{

}

)

(

k

u

J

, равный 
[image: image699.wmf])

(

lim

k

k

u

J

¥

®

. Для простоты обозначения полагаем, что 
[image: image700.wmf])

(

lim

)

(

lim

k

k

k

k

u

J

u

J

¥

®

¥

®

=

. (В самом деле, 
[image: image701.wmf])

(

lim

)

(

lim

m

k

m

k

k

u

J

u

J

¥

®

¥

®

=

). Как следует из теоремы Мазура (см. теорему 2), точка 
[image: image702.wmf]U

u

Î

 принадлежит замыканию выпуклой оболочки точек 
[image: image703.wmf]K

,

,

1

+

k

k

u

u

. Иными словами, для каждого k найдется целое число m, 
[image: image704.wmf]k

m

³

, и числа 
[image: image705.wmf]1

,

,

,

1

,

,

0

=

+

=

³

å

=

m

k

i

i

m

k

i

m

k

m

k

k

i

a

a

K

 такие, что последовательность 
[image: image706.wmf]{

}

U

v

k

Ì

, где 
[image: image707.wmf]å

=

=

m

k

i

i

i

m

k

k

u

v

a

, сильно сходится к точке u, т.е. 
[image: image708.wmf]u

v

k

®

 при 
[image: image709.wmf]¥

®

k

 сильно.


Так как функционал 
[image: image710.wmf])

(

u

J

 полунепрерывен снизу в точке u, то выполняется неравенство


[image: image711.wmf]u

v

u

J

v

J

k

k

k

®

³

¥

®

),

(

)

(

lim

 при 
[image: image712.wmf]¥

®

k

 сильно.

Поскольку 
[image: image713.wmf])

(

u

J

– выпуклый функционал на выпуклом множестве U, точки 
[image: image714.wmf]U

v

k

Î

, то (см. лекцию 6)


[image: image715.wmf]K

,

2

,

1

,

),

(

sup

)

(

)

(

=

"

£

£

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

³

=

=

å

å

k

k

u

J

u

J

u

J

v

J

i

k

i

i

m

k

i

i

m

k

i

m

k

i

i

m

k

k

a

a

.

Отсюда с учетом того, что
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Это означает, что функционал 
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Напомним, что в лекции 5 была доказана теорема 4 (теорема Вейерштрасса) о том, что: если U слабо бикомпактно, функционал 
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Также были доказаны следующие факты: а) любое ограниченное замкнутое выпуклое множество U из рефлексивного банахова пространства X слабо бикомпактно (см. теорема 6); б) выпуклый, полунепрерывный снизу функционал 
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Теперь теорема 4 из лекции 5 может быть сформулирована следующим образом.


Теорема 8. Пусть U – выпуклое замкнутое ограниченное множество из рефлексивного банахова пространства X, выпуклый функционал 
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2) множество 
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3) любая минимизирующая последовательность слабо сходится к 
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В отличие  от теоремы 4 из лекции 5, условия теоремы 8 могут быть легко проверены.
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б) приращение функционала. Приращение функционала равно
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По формуле конечных приращений Лагранжа имеем
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Из (20), (21) получим
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Как следует из (12), второе слагаемое приращения функционала
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Теперь приращение функционала (22) с учетом (25) запишется в виде
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Применяя формулу конечных приращений Лагранжа, получим
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Тогда приращение функционала (26) может быть представлено так:
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в) оценка 
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д) оценка 
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Отсюда с учетом того, что
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Из (30) и (33) следует оценка
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Как следует из (27), приращение функционала
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Это означает, что 
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Теорема доказана.


Кратко сформулируем алгоритм вычисления градиента функционала.
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Решение дифференциального уравнения (2) имеет вид
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Применяя лемму Гронуолла, из (13) получим
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Как следует из (5), (14), если множество
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Теперь из (15) следует, что
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Отсюда в силу леммы Гронуолла получим оценку
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Рассмотрим разность 
[image: image851.wmf]I

t

t

u

t

h

u

t

Î

D

=

-

+

),

(

)

,

(

)

,

(

y

y

y

. Так как (см. (7)) 
[image: image852.wmf]y

y

*

·

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

=

x

f

x

f

, то


[image: image853.wmf]-

¶

¶

-

¶

+

D

+

¶

=

-

+

=

D

·

·

·

x

t

u

x

f

x

t

h

u

x

x

f

u

t

h

u

t

)

,

,

(

)

,

,

(

)

,

(

)

,

(

0

0

y

y

y



       
[image: image854.wmf]-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

+

D

+

¶

-

*

*

)

,

(

)

,

,

(

)

,

(

)

,

,

(

u

t

x

t

u

x

f

h

u

t

x

t

h

u

x

x

f

y

y



[image: image855.wmf]I

t

u

t

x

t

h

u

x

x

f

u

t

x

t

h

u

x

x

f

Î

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

+

D

+

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

+

D

+

¶

-

*

*

),

,

(

)

,

,

(

)

,

(

)

,

,

(

y

y

,    (18) где 
[image: image856.wmf]x

u

t

x

Ф

x

h

u

t

x

Ф

u

t

h

u

t

t

¶

¶

+

¶

+

¶

-

=

-

+

=

D

))

,

(

(

))

,

(

(

)

,

(

)

,

(

)

(

1

1

1

1

1

y

y

y

.

Тогда


[image: image857.wmf]ò

Î

-

+

+

D

=

D

·

·

1

,

)

,

(

)

,

(

)

(

)

(

1

t

t

I

t

d

u

h

u

t

t

t

t

y

t

y

y

y

.

Отсюда с учетом равенства (18) имеем
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Из оценки (12), на основе неравенств (16), (17), (19), имеем
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Заметим, что (см. (6), (7))
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Теперь приращение функционала (8) запишется в виде
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Из (7) с учетом (4) имеем
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Для дискретной системы лемма Гронуолла имеет вид: если величины 
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Аналогичным путем, как в доказательстве теоремы 1 из лекции 11, для 
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Таким образом, как следует из (10), градиент 
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Приращение функционала
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Первое слагаемое приращения функционала (13), с учетом (9), можно записать в виде
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Заметим, что
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Тогда соотношение (14) запишется так
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Теперь приращение функционала (13) имеет вид
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Оценка 
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Для любых a и b квадрат 
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Тогда из (16) следует, что 
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Поскольку
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Подставляя (18) в правую часть (17), получим
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Выберем 
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Из (15), с учетом (20), имеем
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Приращение функционала
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Можно показать, что 
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Из (31), с учетом (28) – (30), (24) – (27), имеем
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Отсюда следует (24). Теорема доказана.


Могут быть доказаны следующие утверждения: 1) функционал (18) при условиях (19) – (23) принадлежит классу 
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2) функционал (18) при условиях (19) – (23) является выпуклым;


3) необходимое и достаточное условие оптимальности имеет вид
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